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Capitolul 1
NUMERE REALE

Seurt istoric

In zorii civilizatiei oamenii numdrau si socoteau cu ajutorul betisoarelor, pietrelor sau
crestaturilor pe roboj. Numele latin ,,calculare* (a socoti) provine de la ,,calculus® (pietricele).

Odati cu dezvoltarea societatii omenesti, numerele au fost implicate in activitati tot mai
complexe; de la productia de unelte si arme, pana la comertul cu sclavi si bani. In administratie,
functionarii calculau impozite cu care se plateau armate, constructii de drumuri, poduri,
temple, fortarete si apeducte.

in Egiptul Antic cunos-
tintele de matematica erau
foarte pretuite. Din perioada
Imperiului Mijlociu (2000-
1700 i.e.n.) s-au pastrat
documente ce reprezentau
un fel de manual de
matematici pentru scolile
de scribi. Atunci lectiile
aveau un caracter dog-
matic, adicé problemele de
fiecare tip trebuiau invatate pe dinafard. Cunostintele de matematica erau de reguli transmise
de scribi de la parinte la copil. Fiul ce intra intr-o astfel de scoald era indemnat ,,sd-si
indrepte inima catre cdrti* si era prevenit asupra necazurilor ce-1 asteapta dacd nu reugeste sa
devina scrib. La Londra se pastreaza un papirus din sec. XX i.e.n. care contine 85 de probleme
si care dovedeste faptul ca egiptenii cunosteau sistemul zecimal de numeratie, ca si fractiile
1 111
29816
O mie de ani mai tarziu, in Grecia anticd, filozofii

binare de tipul

cdutau sa explice legatura dintre materie si spirit. Pitagora
afinteles ci punctele geometrice sunt conceptul pe care se
poate baza studiul matematicii, ceea ce i-a permis
descoperirea segmentelor incomensurabile (spunem ci

doud segmente 4B si CD sunt comensurabile, daca raportul

A_B ] " A L T
Cp ©ste rational). Pitagora (570-500 i.e.n.)



in'sechal TVieai em., Euclid a/studiat figuri geometrice
plane si_spatiale, nurnere naturale, frdetii, dar si numere
irationale ce apar din ecuatii patratice. ,,Elementele Jui Euclid™
oferd modelul sistemului deductiv; ele incep prin definitii,
continui cu postulate (axiome) si propozitii deduse din
postulate.

Arhimede a separat aritmetica teoreticd de cea practica si
geometria teoretica de cea practica. El a introdus in matematica
DEMONSTRATIA, ceea ce a deschis larg portile rationamen-
telor prin care pot fi generalizate rezultate particulare si
obtinute noi consecinte. Arhimede a studiat arii si volume ale
unor corpuri curbilinii, iar rezultatele lui au stat, peste apreape
2000 de ani, la baza analizei matematice.

In India, Brahmagupta (sec. VII) a introdus pentru prima
oara numerele negative si a dat regulile de adunare si scadere
cunumere pozitive si negative. Brahmagupta stia sa rationalizeze
numitorii unor expresii ce contineau radicali.

Reamintim necesitatea introducerii numerelor negative in
rezolvarea ecuatiilor de tipul x + 5 = 2, a numerelor rationale
(fractionare) in rezolvarea ecuatiilor de tipul 2x - 3 = 0 si
numerelor irationale in rezolvarea ecuatiilor de tipul x* —2 = 0.

Mari matematicieni ai secolului al XIX-lea s-au preocupat
de constructia numerelor reale plecand de la multimea
numerelor rationale Q. De exemplu, K. Weierstrass, G. Can-
tor si R. Dedekind.

De abia in anul 1891 Giuseppe Peano a introdus sistemul
axiomatic al multimii numerelor naturale N. Notiuni prirare
sunt: ,,zero*, ,,numar* si ,,succesor*.

K. Weierstrass (1815-1897) G. Cantor (1845-1918)

Buclid (320-270 i.c.n.)

R. Dedekind (1831-1916)



m Puteri cu exponentintreg
Vom iniroduce puterile-cu ajutorul unei probleme.

exémPte  Pentru misurarea distantelor ceresti se foloseste unitatea de misurd ar-lfumind.
| an-lumina este distanta parcursa de lumina intr-un an,
Viteza luminii este ¢ = 3-10% m/s si 1 an are aproximativ 365 de zile §i 6 ore.
a) Ce distantd exprimata in km parcurge lumina intr-un an?
b) Sistemul stelar cel mai apropiat, Norul lui Magellan, se afli 1a 140000 de ani-lumini de
galaxia noastra, Calea Lactee. Ce distantd, masurata in km, desparte galaxia noastra de
Norul lui Magellan?
Rezolvare.
Un an are aproximativ 365- 24 + 6 = 8766 ore, deci 8766-3600 = 31557600s.
Lumina parcurge inir-un an circa 31557600 - 3 - 10° = 94672800 - 10°km=9,5-10" km.
Distanta de la Calea Lactee pana galaxia Norul lui Magelan este
140000 -95-10%=133-10"km. =

Observatii.

4 Calculul cu puteri face posibila simplificarea scrierii, concentrarea calculelor,
aproximarea unui rezultat.

¢ Puterile lui 10 au o importantd deosebiti pentru exprimarea numerelor mari
(de exemplu: un milion = 10% un miliard = 10%; un bilion = 10'%; un trilion = 10" etc.)

A € [ Definige.
O Pentru orice n €N, n 2 1 si ac R puterea n a lui a este produsul a » factori
VA

Ass o

egali cu a. Notam ¢" =a-a-...-a; n se numeste exponent, iar a se numeste bazd.
———
n factors

d" =a-a-..-a de unde a' =a si0"=0,n%0
'%,—/

nari

Pentru @ nenul, facem conventia: Scrierii 0° nu ii atribuim nici un sens.
Numim pdtratul unui numiar a numarul @’ si cubul unui numar a, numirul &.

Observatie.
Din definitie reiese ca pentru orice numir natural nenul n, 1" = 1.

4
2
Exemple. 2°=8; 2'°=1024; (—2)5 =-32; (\E) =2; (ﬁ) =1
#i iwfeees  Calculeazs:

10°; G)j; (w/i)q; (—%)s (—J_)’; 3; 45 (-9 0°; 0.



1

n-

Definitie. Fie g un numr real nenul si 7 un numar natural. Atunci @

Puterile cu exponent negativ sunt utilizate si in exprimarea unititilor de masurd (exemple:
-1 m . - _ : . . .
m-s  =— pentru viteza, g-cm = g3 pentru densitate) sau pentru a avea o imagine de
s cm
ansamblu asupra obiectelor de dimensiuni foarte mici comparativ cu obiecte obisnuite

De exemplu, masa atomului de hidrogen este 0,167 - 1072,
1 « 1 e 0
Exemple. 5°=—; (-7) =——; |=| =(27) = 0
Puterea de exponent —1 a unui numdr real nenul este inversul numarului:

# iwjeees  Exprimid sub formd de puteri cu exponent numdr natural:

{? ()5 @ = (3)s (e

At infeces Puterile cu exponent natural au baza numar real, iar cele cu exponent intreg au
baza numdr real nenul. Oriunde vom intilni puteri cu exponent intreg, punem

{)
3 conditia ca baza sa fie nenula.

Teorema. Proprietdti ale puterilor cu exponent intreg

‘ Fiea, be R* ,m, n€Z . Avem:
' ) a"-a"=a™" 2 Lo=am 3 (am) =a™
a
4) (a-b)" =a'p" 5) a) _ i 6) a™" =_1_.
b b" a’
exemrce 1) (3,1 (3,1= G, 1)3,D) - G.1DEB. DG, = G,1)° = (3,1°
7 344 Hlnd SRS 5 1 .
2)2_3=23 =2—§—=24=27'3; _8‘=—§3_=_T?=_3=—8—_5=25_8=2_3-
2 2 2 2R 2% 2% 2 2
3) (<2 = (—2P(—2H—2H(—2)(—2)= (=2)°= (—2)1°=1024.
0
0
vs =1 (V2) =1 (_%) -1, 10=1 =1 1P=1 1=l
3 _9

WEA) ) (B (3 -3 (3 -F 3

6) _1_6: 1 .o 6= _ 6:_ 6 6_ = ch
(_3’5) (_3,5)6 ’ ( 3’5) [( 1)3’5] ( 1) 35 =35".

1Y 1) a_1 1
(a5) -os (L) -m 't

0,5




ety a2 (0 s ) (2) 5 (245)" (9

T o]

Teoremi. Fie a €R"sineN.
® Dacia> 0, atuncia” >0 .
® Dacd a <0 si n par, atunci a” > 0 .

#® Dacida<0si nimpar, atunci a"<0 .

Observatie.

Patratul oricarui numar real nenul este pozitiv si a>= (—a)2

Teoremi. Compararea puterilor
Fie a € (0, e) si n, m numere intregi. Avem:
I')dacd a > 1, atunci a”< @™ dac si numai daci n < m (spunem ci ordinea se conserva).
Z)dacd 0 < a < 1, atunci @" < a” daci si numai daci n > m.
3)daca a # 1, atunci @"= a” daci si numai dacin=rm .

Demonstratie.

1) Fie numdrul real @ > 1 §i n, m numere intregi. Sa presupunem ci n < m. Atunci g
este supraunitar: a” = a":1 < g"- @" "= g™

Presupunem acum cé a”< ™. Dacd m ar fi mai mic decét », a™ar fi mai mic decat a’, ceea
ce contrazice ipoteza de lucru a”< a™. Daca m = n, atunci @"= a™. Deci n < m.

2) Fie numarul real a astfel incat 0 <a < 1. Pentru a compara a"$i a” considerdm numirul

1
b> 1, cu proprietatea ci a = > Studiul se reduce la cazul precedent.

n

- . . < 5 = == 1Iny M _ =
J)Fiea # 1. Avem a" = a™, daca si numai daca —, =1,adicda" ™" =1 Rezultin-_m= 0,
a

decin=m.um

A1 nfecey o Arataca 20> 4% 9°>3% (<3)° <(=3); 2% =4%,

O * Fie numdrul @ = 2,1. Compara numerele a° i a®.

’ * Fie numarul b = 0,9. Compara numerele »° si b°.

6
3
« Compara numerele: 3°si (3°7; (0, 5)* i (0, 5)5; (%) $i—]&—; 5%.5° 51(52).

4 0 —-4 -
* Calculeaza: (2'] +3‘1)-(2‘1 —3_1)+(—21;—); (5'5)—l {%] 2 1075,




= Identititi remarecabile

Se cunosc, din anii trecuti, urmétoarele identitati (formule de calcul prescurtat):

(a+by¥=a*+2ab+ b (a—b)?=a> = 2ab+ b’ a* — b*=(a—b)a+b)

a+ b)Y =a’+3a% +3ab*+ b’ (a—b) = a® — 3a*b + 3ab> — b’

Tot prin calcul direct se verifica urmatoarele identitati:

@-b=(a—b)a® +ab+b)| , @+ b = (a+ b)a* —ab + b?)

#i fwfees < Dezvoltd expresiile:

3
f;) Gx+ 12 2x+3); -2 Gx—y); (Ba+2b); (%a-ﬂJ
e » Scrie sub forma de produs expresiile:

x° 3 3 3 3. a b
. -27y°; 27x" +8y”; a Io8h, ———
8 Y Ve 27 8

sA_~€ .. ordinea efectuarii operatiilor!
O in calculele cu numere reale se efectueaza mai intai ridicarile la putere, apoi
= inmultirile si impértirile si, in final, adundrile si scaderile.
PLILLY @ 1. Calculeaza puterile d 1,2, 3 5i 4 pentru fiecare di le:
= Calculeaza puterile de exponent 1, 2, 3 si 4 pentru fiecare dintre numerele:
2 1
= -——: 02; 043); —0,002.
E 5 4 2 b E ’( ) s b
(23
Fho ‘ @ . Fira a efectua calculele, determiné semnele urmatoarelor puteri:
. 2
. 73. V(Y (Y [( 2y
| \35) 2L 17) 7L 37 5
1 1
@ . Scrie urmatoarele numere ca puteri ale lui 10:  10; 100, 1—0; ﬁ; —0,01.

o scamammsoamoan: (221 (21V (22 ((-4)(-2))
((BH-23): G4 G2 oo (3): (oo dE)

Exemplu:

(25V (2 (S Y X 8 5. (25 (2.5 ) (5).5_.5
36 3)\2:3) 3 Ay 3 36 3 23 R 3

9




1

@  ©.Scrie urmatoarele numere ca puteri cu baza 3: 9 ; 243 ; a ;03 1 729.
2 3 1 2 4
2 S, 1. 4
@ &.Calculeazd in doud moduri: a) 3| b5 o2
10 5
2t 2V (3. 755t 45.9546°.120
@ 7 Calculeaza: ?, 25'(5) ( 2 ), 55 49%° g% 312 _gll
@ . Calculeazi puterile de exponent —1, —2, —3 si —4 pentru fiecare din numerele:
2 1 3
4 -3; 05 013); = =:; ~—=:; 0,001

> 03 3 o a
22423 (5—5)" ,(l)_z,lo—S. ((_2)2) .(_4)_2. (g) (%) .
For e ()

@ © Calculeaza:

@ 4. Scrie urmatoarele expresii numerice sub forma 4", unde aeR si ne Z:

-2 2
2-4-16-(%) 2%, 22.15) 22-9-(54)‘1-(3); ~32.2437",

54

@  i.Efectueazi: a) [(—2)3]7 + (27)3 + (—%) +(=9) 7731 [(997 +997)(997 - 992)]

c) [(3—2) -(—3+§)—T, neN; d)(-35) G) neN.

@ 17 Scrie produsele urmétoare sub forma zecimala: 4-107% 17-1073; 2314-1072

0
5

® > Scrie numerele urmatoare sub forma a- 10", unde n €Z i a este un numar zecimal
cuprins intre 1 i 10: 324,15; 64; 0,00035; 0,004; 1300; 540000 .

® 14 Aceeasi cerintd pentru numerele:  1800-400; 3000-0,00005; 7-10-%-0,004.

1
125000

@ (5 Determind numerele intregi p si g astfel incat 27 - 59 =

@ 14, Scrie fiecare din expresiile urmitoare ca putere a numarului real nenul x:

6. AT ((xz) ) ()

1
Xo—-x";
3 ’ 0 3
x x x4-(x 2)

® 7. Aratici a) x* -y* =(x—y)(x+y)()c2 +y2) 3
b) x* - y* =(x—y)(x3 +x’y+x° +y3); o x’ -y’ =(x—y)(x4 +x’y+x% + )’ +y4) .

10



@ i .Gaseste numereleintregi n care satisfac' conditiile:
D a_
a)5-25=57"-5% b) 47%-256% 2 =i

@ 1¢ Gaseste numerele naturale n care satisfac conditiile:
a)3< 37 < 243 b)4-32 < 27 <1024,

2 43 -1 5 25
3 2 5 3 7 49 14 2
c 06-1<1 12 (2] <L i) R -2
e os(3)(3) (3) <(3) < () (%) (3)
@ 0. Scrie fiecare din expresiile urmatoare sub forma 4-x"-y",unde A€ Rsimn€ Z
) -3

12x° -2 -1.3\7? -

T e P E
(2x3y2) x? 4y y
@ 2!.Calculeaza:
a) (7-1)[(11-2):3+2(7-18:3)]; b) (27 +4)2 -1)-27; ¢) [(92 +34).2" —32].3'2 :
@D 22.Verifica egalitatile urmatoare:
3 3 3
2)12° = (9++5) +(9-45); b) 2’ = (1+J_) +(1-+/85)".
@ 23.Arati ci, pentru orice numere reale x, y §i z:
3 3

(x=y) +(y=2) +(z=x) =3(x =)= 2)(z = x)-
74.Arata ci pentru orice numere reale a si b, a’ = b* dacé §i numai daca | a l = l b|.
25.Fie a si b doud numere reale astfel incit a < b. Arata cd @’ < b°.
25.Fie a si b numere reale cu a < b. Compara @” §i b*in functie de semnele lui a §i b.
27.Fiea,b€ R*, a< b. Compard a>si b=, precum sia? i b~
78. Justifica egalitatea: 99999 9992+ 20000? = 100000 001>.

§ §ecg ¢

- . . + . !
29 Arati ca, pentru orice numere reale x §i y, avem (x_4y)_ > xy . Demonstreaza, pornind
de aici, ca dintre toate dreptunghiurile de arie daté patratul are perimetrul cel mai mic.

@3 30.Arati ca pentru orice numere reale x $i y: xy < %(x2 + y2).

Demonstreaza, pornind de aici, ca: xy + yz + xz < x? + 7 + 2%

@ 31Pentrug, b€ Rsine Navem ja" -b" =(a—b)(a"'1 +a" b +..+ ab"? +b"'1)
@ 32Pentru a,bc Rsine N:

'+ p*™ =(a+ b)( —a" b+ a¥ B~ —ab? " + bz") .




@ Radicali

Radacina patrata dintr-un numar real pozitiv

JA A€
9 Patratul unui numér real a este numirul a>=a - a. Avem & > 0.
*Pentrua, b e R, a*=b? daci si numai daci a = +b.

Amrs A

Teoremai.
Pentru orice numar real a > 0 existd un unic numar real x > 0 astfel incat x*= a. In acest
caz, numdrul x este notat \/; si numit rdddcina pdtratd a numdrului a, sau radical din a.

Demonstratie.

Aparatul matematic studiat pAnd acum nu ne permite si demonstram existenta numarului
JZ , pentru a numdr real pozitiv oarecare.Vom demonstra insi unicitatea lui J; . Presupunem
cd existd x, y > 0 astfel incat x* = 37 = a. Obtinem 0 = x> — »* = (x — y)(x + y), de unde x -y=0
saux +y = 0. Deoarece x si y sunt pozitive, din x +y = 0 obtinem x=y=0. De asemenea, daca
x—y=0obtinemx=y =

Exemplu. Deoarece 02 = 0, avem +/0 = 0.

Exista doud metode de extragere a radacinii patrate dintr-un numar rational pozitiv:

2
[44 22 ( 2? -7)

I. Descompunerea in factori primi. Exemplu: 52)6%4215 = 27 = i %

4 g4 = 2

V V3'.s ( ;3._“.53]

i1, Algoritmul extragerii rdddcinii pdtrate. Exemplu: 15129 ‘123

1 22:2=4
=51 1243-3=729
M4

=729

——

Teorema. Proprietdti ale raddcinii pdtrate
Pentrua,beR, a, b = 0, avem:

) Ja—2=|a| 2) | Vab =va /b 3) £=T,b¢0 4) \{a_"=(\/;)n

Demonstratie. :; Deoarece (\/a‘2 )2 = [ a |2 =a’, rezultd ca \/a—2 si ’al verifica ecuatia
x% =a?, care are solutie unica. Ca urmare, \/:17 = ‘ a [

23 Fiea, b = 0, neN. Daca x=\/; siy= «/E, atunci xy = «/;-«/—b_, xy 2= 0. Ridicim
la patrat si obtinem (xy)2 =ab, deci xy = Jab .

Demonstratiile punctelor 3)si 4) se fac in mod asemanitor cu cele de mai sus. =
12



it \/(—?)2=\—5|=5;\/(x—3)2=|x—3|;«5=0,ﬁ=1; J(2-3) =]2-3=1.
1 BTS2 VB EVT6=4; 25410 =425=5;
JT2=362=436 V2 =642 75=425-3=425-3=5/3.

in ultimele doua exemple ,,am scos” de sub radical cel mai mare intreg posibil.

Observatie.
Dacd a,, a,, .., a,€R,, atunciy@a,...a, =4/a; -4y * - *4/a,-
Exemple.

2f\/— 22J2_2_15
\/%Jz— ﬁz’\/; =

Verificd daca ai inteles!

Unde este greseala? Pentru x =-1avem —1=x= Vx? = \f(—l)z =J1=1

Teorema. Compararea a doi radicali

Fie a si b doud numere reale pozitive. Avem Ja <+/b daca si numai dacéd a <b.

Demonstrafie.
Fie x si y doud numere pozitive astfel incat x = \/7 y= f deci x* =a,y*=b.

Avem x < y daci si numai daca x' <y? rezulta ca Ja< J_ dacd si numai dacd a < b. &

,-5}} * Pentru a =0, \E- a=a;

L) renua0, 020, (JaB) (Ja+45)=at

Exemplu.
o o U | =, 2 . 1 100 _
Sa calculam, cu aproximatie, T .Dacainlocuim 2 cu 1,41 obtinem v =— 7T

1 _ V2 _V2_ 14

~_—=0,705
Un alt mod de calcul este urmatorul: \/‘ \/7 2 5

. o . 1.2 . i
Aceastd metoda de calcul prin care am transformat pe 2 in > este mai comoda.

In multe aplicatii este necesara transformarea unor expresii cu radicali la numitor in
expresii care nu au radicali la numitor. Operatia se numeste rationalizarea numitorilor.
in general, pentru a rationaliza numitorii ce contin radicali, procedam astfel:
¢ dacd numitorul este de forma Ja , fractia se amplifica cu Ja :
¢ dacd numitorul este de forma Ja+ Jb , fractia se amplifica cu Ja- Jb.
¢ dacd numitorul este de forma Ja-+b , fractia se amplifica cu Ja++b.
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